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Teste de Hipoteses para ¢,2/6,%: Formulario

e POPULACOES NORMAIS
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Teste de Hipoteses para 6,2/ c,?

Considere que duas populagées Normais, com médias u, e u, e desvios padrao o, e g,, das quais se extrairam
aleatoriamente duas amostras independentes com dimensdo n; e n,, respectivamente. Pretende-se realizar

um teste de hipéteses para comparar as varidncias populacionais o e 67, i. e., para o quociente de variadncias
(07 /0%). A estatistica de teste a utilizar é:

St (03
F==|=%) ~F-1n-1
at),

onde (02 /0?), representa o valor que se assume para (0Z/0?) em H,.

=52




Teste de Hipoteses para 6,2/ c,?

Nesta seccdo considera-se apenas a situagdo em que (62 /02)y = 1, 0 que equivale a comparar a igualdade
das variancias populacionais.

T. bilateral T. unilateral direito T. unilateral esquerdo
Hipoteses a testar: Hipoteses a testar: Hipoteses a testar:
Hy:02 =c?vsHy:o? # 02 & Hy:of < g¢ vs:of > 0f & Hy:02zo0lvsHi:ol <ol &
2 2 2 2 2 2
o T fes Iz o of
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https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Nos primeiros 6 meses de vida dois grupos aleatdrios de criangas seguiram esquemas de alimentagao
diferentes: o grupo 1 seguiu o esquema A e o grupo 2 seguiu o esquema B. No quadro seguinte apresentam-
se 0s ganhos em peso, em kg, dessas criangas.

Grupo 1 2,7 3,2 3,6 4,1 2,7 3,2 4,5 3,6 2,7

Grupo 2 4,1 4,5 3,6 2,7 3,6 3,2 4,1

Sabe-se que as criangas dos dois grupos tinham, ao nascer, aproximadamente pesos iguais.
Admita que as distribui¢des dos pesos seguem a distribuicdo Normal.
a) Com base num teste de hipéteses, ao nivel de significancia de 5%, pode concluir que a variabilidade
é igual nos dois grupos?
b) Sem efectuar cdlculos diga, justificando, qual a decisdo que tomava no dmbito da alinea b), se
considerasse um nivel de significancia de 1%?
c) Para o teste da alinea a) calcule o respectivo valor p e interprete.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a)

Sejam:

= X, av.a.querepresenta o ganho em peso, em kg, das crian¢as alimentadas segundo o esquema A,
= X, av.a. que representa o ganho em peso, em kg, das criangas alimentadas segundo o esquema B,

ComX; ~N(u =?;0,=?)eX, ~N(u, =?;0, =7).

n]_ - 9,

X, =3,3667 e sf=04150,
ny, = 7,

X, =3,6857 e sZ=0,3714.
a) a = 5%, 0f =0i?

Hy: 0'12 = 0'22 vs Hy: a‘f + 0‘%
2

2

o
Hy: —12 =1lws Hy: —12 # 1 (teste bilateral).
03 03



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a)

Estatistica de teste:

St (o3
F 52\ g2 ~ Foy—15m,-1=86-
2 1/

_oA1s0
fobs = 53774 ¢ 1 = L1173.

1
Pela tabela, fm—l: nz—l:% = fB: 6;025 = f&; 8:0.975 = 4,65 =0215e fnl—l: nz—1; 1—% = fB; 6;0,975 — 5,6.

Logo, R.A.: 10,215; 5,6[ e R.R.:[0; 0,215] U [5,6; +oo|

Como fyps € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significdncia de 5%, ndo existe evidéncia
estatistica de que a variabilidade nos pesos seja significativamente diferente nos dois grupos.

uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicios (b) e (c)

b) Se @ = 1% a decisdo tomada no teste anterior era a mesma, ou seja, ndo rejeitar Hy. Esta situagdo é
originada pelo facto de quando se diminui o nivel de significancia também se diminui a R.R. e
consequentemente a R. A. aumenta. Portanto, se quando o.=5% f,;s esta na R. A. entdo o = 1% a situacao
mantém-se.

c) valorp = 2 x min{P(F < fops); P(F = fops)}
=2 x min{P(F < 1,1173); P(F > 1,1173)}
= 2 x min{0,5409; 0,4591}
=2x%0,4591 = 0,9181.

A hipotese Hy: of = g% é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 91,81%, indicando
que ndo existe evidéncia de que as variancias sejam diferentes.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

34. Dois programas de alimentacdo de gado bovino sdo comparados. A varidvel aleat6-
ria X representa o aumento de peso (em kg) de um animal alimentado segundo o

programa 1, durante um més, enquanto Y traduz o aumento de peso (em kg) de um
animal alimentado segundo o programa 2, durante igual periodo de tempo. Sabe-se
que X ~ N(u,,07) e Y ~ N(i,,07), e que as varidveis sdo independentes.

Um grupo de 8 animais foi submetido ao primeiro programa durante um més, tendo-
-se obtido

Yo x =416e Y x7 =21807.

Outro grupo de 10 animais foi submetido ao segundo programa durante um més,
tendo-se obtido

Yy, =d68e Yy =22172.

a) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre as varidncias.

b) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo varidncias
iguais.

c) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo variancias
diferentes.

d) Qual dos procedimentos adoptados nas alineas anteriores, para testar a igualdade

de médias, lhe parece mais adequado?



Exercicio 34




Exercicio 34 a)
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Exercicio 34 a)
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=3 fubs fu <021 v fa, > 982t
F:hr_h 0w02¢ = 4.32 (/to.ﬂbfo.)

P(F < Fag ome )7 0028 &)
(:)‘P(j};—> 1 ):o.olr ’é‘”‘ﬁ(q»'

F?-;q; 0.13%

1
:F?.}?} 0- Q?‘f

= :Fq;;}J 5.025 c:)

4 _ 1
3 002  4.82

49,1%@5\&/}2%@@42%%‘%-

&) Er.,q,, 0.93§




Testes de Hipoteses para p

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao

16



Teste de Hipoteses para p: Formulario

Populaciao de Bernoulli i
Propor¢io X-0 = X-0 =« !
i Parametro p

IH H,

Diferenca de O # ~X.—(6 - a _(__ _
iferenca de proporgdes X020 o K000 a0
\/¢.(1—6,)+62(1—62) JXI(I'—X) X,(-X,)
+
m n tn n

Igualdade de proporg¢d ff___ _ a . Y Y
gu proporgoes =X, —(6, 92)~N(0,1) onde H:mX'+nX

1 1)Y= n m+n

/J(:*:]BU—‘?)
[EEE 63 [FISUIESES | Intervalo de Confianga

AN (0, 1)

]ﬁ_z ‘F(l‘ﬁ)-

n

F + Zo_gsjp(l — 5) .




Exercicio:
Considere-se uma amostra correspondente a 699 portugueses,

sendo 205 fumadores.
Realize um Teste de Hipoteses para testar se a percentagem de
fumadores portugueses é diferente de 40% para o nivel de

significancia a = 1%.




Tipos de Testes de Hipoteses para uma Proporgao Populacional

Um teste de hipoteses paramétrico para o parametro p (proporcao
populacional) pode ser:

. Ho: P =P RR:] =%, 'Zl-oclz]U[Zl-a/Z; Foo
Bilateral H . p#p,
_ Zyi="Z1 a2
o 3 direita Mo P=Po
H,:p>
Teste PP
Unilateral
Ho: P 2 pg
> RR =]-x; z
aesquerda [
Za:-Zl_

onde p, é o valor numérico especifico consideradoem HyeH;  «

19



Nota: Senx p >=5en xq =5 (corresponde a n grande), entdo a
distribuicdo da estatistica de teste é aproximadamente normal pelo
Teorema de Limite Central (TLC).

Teste de Hipoteses para uma Proporcao Populacional

__________________

Hipoteses i Teste bilateral i
Hy: p=0,4 versus Hy: p #0,4 [ ininieieks inleleiiel st
Dados:
e P‘—p apr n=699>30
Estatistica de teste ——=° ~ N(o.1) p’=205/699
Po9o P, = 0,40
n / do,=0,60 .
Tabela da Distribuicdp Normal
i a=0,01
Valor observado da estatistica de teste (VOE) z,=z,,Y=-5,775 Zy 452 = Zgg95 = 2,576

Regido de rejeicdo ou critica:
Regra: z, € RR = Rejeita-se H, RR =] -o0; '20,995]U[ZO,995; +oo[ =] -00; -2, 576]U[2,576; +oo[

\ Decisdo / '
Pela regiao de rejeigao: z,=-5,775 € RR=]-00;-2,576]U[2,576; +o[

Pelo valor-p: Valor-p = 2xP(Z = |-5,775|) = 2x[1- P(Z<5 775)] ~ 2x(1-0,0005) = 0,001 < 0,01

/ Rejeita-se H, para a. = 1%. Existe evidéncia estatistica para afirmar que, para a=1%, a proporgao de
individuos na pop. com a caracteristica em estudo é diferente de 40%.

Tabela da Distribuigdo Normal

Regra: Valor-p < a. = Rejeita-se H,




9
Regido de rejeicio-Otrsritica:
RR =] -%0; -2, ggs] ([zo,ggs; oo[ = ] -00; -2,5758]U[2,5758; +o9[

Calculo do Quantil da Distribuicao Normal Padrao de
Probabilidade «

A Nivel de significancia (a=0,01)

Areatotal éigualal

ou

1-a/2=0,99+0,005=0,995

z 00 01 .02 03 04 05 .06 07 \‘ 08 .09

»2.5 9938 19940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 < 9951 ) 9952
2.6 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 . 9964
2.7 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974

2.8 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9930 9981
2.9 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986




Teste bilateral: valor-p=P(Z<-z,0uZ=>z,) =P(Z<-z,) + P(Z=2z,) =2xP(Z = |z

Calculo do Valor-p quando a Estatistica de Teste tem
Distribuicao Normal Padrao

nP(Z|>z,,)=¢.

z.:P(Z>z,)=¢; z, |

P(Z<5,775) ~ 0,999

A é a area assinalada a azul

Areatotal éigualal

|
|
[
|
[
[
I
[
|
i
0

P(Z <-5,775) = 1-P(Z < 5,775) = P(Z > 5,775) ~ 0,001

€ / 0005 0010 0050 L0100 0200 L0250 0500 1000 2000 3000 4000
Ig \ 3.290 3.090 2.576 2.326 2.054 1.960 1.645 1.282 842 524 253
Zgl2 \HM 3.290 2.807 2.576 2326 2241 1.960 1.645 1.282 1.036 842




45. A empresa “Trapos & Companhia™ garante que pelo menos 95% das pecas de fa-
zenda que produz ndo tém defeito. De um grande fornecimento recebido por um ar-
mazém, foram seleccionadas 100 pecas de fazenda, tendo-se apurado que sete delas
apresentavam defeitos.

a) Pode por-se em causa a garantia da empresa? Justifique com base no teste de
hipéteses adequado.
b) Qual a poténcia do teste efectuado na alinea anterior se a verdadeira propor¢dao

de pecas defeituosas for de 0.1?




Exercicio 45

A empresa “Trapos & Companhia™ garante que pelo menos 95% das pegas de fa-
zenda que produz @ tém defeito. De um grande fornecimento recebido por um ar-
mazém, foram seleccionadas 100 pegas de fazenda, tendo-se apurado que sete delas
apresentavam defeitos.

foputagio do Bowmowlli'

1 (:xa 0as L,MM )
= W . - ~ R () ] t ~ W E
0 (CQAS' @@\'\W) L/Vmas WM
AMQ ! = {00 W % X< 100-1 =93

X




Exercicio 45 a)

a) Pode por-se em causa a garantia da empresa? Justifique com base no teste de
hipéteses adequado.

Ho: 8% 0.as vs H,: e<oas («=005)

(6 = 0. 95)
X-0 < N(O,)
o(1-6)

n

Ertatrlico do Jpb: 2= X —© L N(od)

9«:(1— B.)
m

% /%Gfso: '%oﬂg <- 'go.os: -1 %

—_—

P X - 6 = 0.93-0.95 = -0913? ¢ We
ols T/ =
\! B¢(1-6s) 0.95(0.05)
m 100

A evidéncia estatistica corrobora a garantia da empresa.

W3

N&éﬂ Mt‘futa- H,



Exercicio 45 h)

—L_p 1—9 =01 & & =049

e Bt de dugas defoituoros
P(Wm Hol Ho ,e’;{Lo‘eba) = 'P(£°<—1.6¢{5I9:o,q)
P (i%rﬁ <—4.6‘f§l9=o.‘TJ=

“00

=P (X < o.qs—ié“fsr__ﬂ-—‘%g'—“) |6 =0.4)

0.95 (0.05) )

R

e

< 0aT-1. 445\ 4,0 -o0.94
[ 0.9 xo0.1

AN {00

A diferenca para as solugdes deve-se apenas ao arredondamento feitos

R

‘!, antes de ir a tabela:
> pnorm((0.95-0.9-1.645%*sqrt(0.95%0.05/100)) / sqrt(0.9%0.1/100))
[1] 0.6813945
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Teste de Hipoteses para p, - p,: Formulario

Populacio de Bernoulli

Proporgéo

X-0 =«

~ N(0,1)
a(1-60)

n

Diferencga de proporgdes

‘?I _)?2_(6'1 _92)

SN

\/9.(1—6,)+92(1—62)

m n

Igualdade de proporgoes

Teste de Hipoteses ‘
— _

fl _X,z —(6,-6,) ¢

‘/[i+l)é(1—é)
m n

~N(0,1) onde 6=

mX, +nX,

m+n

Intervalo de Confianca

(TJ1 - E2) —(P1—D2)0 -

Z= — <N 1), ondeP =

n +n,

por:

Portanto, quando as amostras sao grandes, o I. C. para p; — pz com 100(1 — @)% de confianga é dado

Pl - PZ - Zl_%

ny ny

ny

[P.(1-7) POF) 5 s, JPl(ln— P, Pa(1=Pa)|
2 1




Teste de Hipoteses para p, - p,

Considere duas populacdes Bernoulli, com parametros p; e p, das quais se extrairam aleatoriamente duas
amostras independentes de grande dimensdo n; e n,, respectivamente. Pretende-se realizar um teste de
hipéteses para comparar as duas propor¢des amostrais p; e p,, i. e., para a diferenca de propor¢des p; — p,.
Para este teste sabe-se que

(ﬁl - f_)z) — (1 —P2)o

B Jpl(l —p1) , p2(1-p2)
ny n

~ N(0; 1),

onde (p; — p2), representa o valor que se assume para p; — p, em H,,.

A expressao apresentada no denominador ndo é conhecida, apenas se conhecendo o valor da diferenga
(p1 — p2) sob Hy. Como habitualmente este teste é realizado considerandop; — p; = 0, ouseja, p; = p; =
p, e como esta propor¢do é desconhecida é substituida pelo seu estimador consistente. Desta forma, a
estatistica de teste a utilizar é:

1_3 —ﬁ — — ° — nf_) +nﬁ
Z=( 1 2) (pll pzl)o 2 N(0;1), onde P = 1n1+n2 2
P (1-F)(~+L1 1+ 7
) (5 + 52




Realizou-se um estudo em duas cidades, A e B, sobre a percentagem de homens que viam o telejornal todos
os dias. Na cidade A inquiriram-se aleatoriamente 150 homens tendo 54 afirmado que viam o telejornal todos
os dias ao passo que na cidade B dos 200 inquiridos 80 fizeram tal afirmacao.
a) Ao nivel de significancia de 5%, sera de admitir que a propor¢do de homens que vé o telejornal todos
os dias é:
i. Diferente nas duas cidades?
ii. Inferior na cidade B?
iii. Superior na cidade B?
b) Para cada um dos testes anteriores calcule o nivel de significancia a partir do qual rejeita a hipétese
nula.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - p,

Sejam:
= X,; av.a.que designa se o i-ésimo homem, da cidade A, afirmou ver o telejornal, i = 1, ..., n4,
= X,;av.a.que designa se o i-ésimo homem, da cidade B, afirmou ver o telejornal, i = 1, ..., n,,
» P, av.a.que representa a propor¢do de homens, da cidade A, que afirmaram ver o telejornal, em n;
homens,

= P, av.a.que representa a propor¢do de homens, da cidade B, que afirmaram ver o telejornal, em n,
homens.

54
n = 150; 51 =ﬁ = 0,36; n, = 200 e 52 =

80

— =04
200~

a) a = 5%.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - p,

i) p1# D27

. 2 . Hy:py = p, vs.Hy:py # Py
HIPOteses' © Hy: py —p2 = 0vs Hy: py — py # 0 (teste bilateral).

Estatistica de teste:

_ (}_)1 _ﬁz) — (1 —1P2)o - . = n, Py +n,P,

Estatistica de Teste: |k (L. 1 ~N(0:1), onde P =— o —
J (1- )(n_l +n_2)

o TPy b, 150X 036 +200 0,4

n; +n, 150 + 200
Zobs = =—0,7619.

J0,3829(1 —0,3829) (ﬁ + 2%.0)

= 0,3829,

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)

Pela tabela Zl_g = 20,975 = 1,96.
2
Logo, R.A.:]—1,96; 1,96[ e R.R.:]—o0; —1,96] U [1,96; +oo.
Como z,,s € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, ndo existe evidéncia

estatistica de que a propor¢do de homens que afirmam ver o telejornal todos os dias é
significativamente diferente nas duas cidades.


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (ii): Teste de Hipoteses para p, - p,

i) p1 > p2?

Hipoteses:  W: S AN ANy 3

& Hy:py —p2 < 0vs Hy: pp — pz > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

(Pl Pz) (pl P2)o o n1§1+nzﬁz

I : ~N(0; 1), ondeP =
Estatistica de Teste: JP (1 7 ) ) n, +n,

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, z,,; = —0,7619.
Pela tabela z;_, = zy 95 = 1,645. Logo, R. A.: |—0; 1,645[ e R.R.:[1,645; +oo|.

Como z,,s € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, ndo existe evidéncia
estatlstlca de que a propor;ao de homens que afirmam ver o telejornal todos os dias seja

ProbabillidadesEstatiética 2019 (uévora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (iii): Teste de Hipoteses para p, - p,

iii) p1 < p2?
° L
GO ST Hoipy > po vs.Hyipy <2

© Hy:py —p2 = 0vs Hy: p; — p < 0 (teste unilateral esquerdo).

Estatistica de teste:
_(P1_P2)—(p1_pz)o nyPy +nyP,

Estatistica de Teste: [ 7 (L1 ~N(0;1), onde P =—"r——
J (1- )(n_1+n_z)

Como a estatistica de teste € a mesma da alinea anterior, z,,; = —0,7619.

Pelatabela z;_, = zg 95 = 1,645. Logo, R. A.:]—1,645; +o[ e R.R.:]—o0; —1,645].

Como z,,s € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, ndo existe evidénci:
estatistica de que a propor¢do de homens que afirmam ver o telejornal todos os dias sej
cienificati ) .

ProbabillidadesEstatiética 2019 (uévora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (b): Teste de Hipoteses para p, - p,

b) i) valorp =2 X P(Z = |zopsl) = 2 X P(Z = 0,7619) = 2 x (1 — (0,7619)) e :
2% (1 0.7769) = 04461, Decisao (pela valor-p):

A hipdtese H,: p; — p» = 0 é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 44,61%, logo
ndo existe evidéncia de que as proporcdes sejam diferentes, para qualquer nivel se significincia usual
(1%, 5%, 10%).

ii) valorp = P(Z = zyps) = P(Z =2 —0,7619) = 1 — &(-0,7619) = &(0,7619) = 0,7769.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H; p; e p, por ;31 e
p,, respectivamente, p, —p, = 0,36 — 0,4 < 0 d4 uma proposicdo falsa. Logo,

0,4461
2

A hipdtese Hy: py — py < 0 é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 77,69%. logo

ndo existe evidéncia de que a propor¢do na cidade A seja superior a verificada na cidade B.

i) valorp = P(Z < z,ps) = P(Z < —0,7619) = ®(—0,7619) = 1 — ©(0,7619)
=1-0,7769 = 0,2231.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, p, e p, porp, e
p,, respectivamente, p, —p, = 0,36 — 0,4 < 0 dd uma proposi¢do verdadeira. Logo,
0,4461

valor pypi =1 — = 0,7769.

valor pyni = =0,2231. ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)

A hipdtese Hy: p; — p2 = 0 é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 22,31%, logo
ndo existe evidéncia de que a propor¢do na cidade A seja inferior a verificada na cidade B.


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

48. O Ministério das Financas estd interessado em averiguar se a proporc¢ao de declara-
coes de IRS enviadas pela Internet com erros de preenchimento ¢ menor do que
aquela que se verifica nas declaracOes entregues nos balcoes das reparti¢coes de Fi-

nanc¢as. Uma amostra de 500 declaracdes enviadas pela Internet evidenciou que 125

continham erros de preenchimento, enquanto uma amostra de 450 declaragdes entre-

gues nos balcoes revelou 128 mal preenchidas. Efectue o teste adequado e interprete

o resultado obtido.




Exercicio 48

Duca Aehwlagdn e Bovnoulli'
Daecloragim  amicdos fpla  infinnat :
({ 1 (»e a dochanacao  Jon t183)
0 (care cowhanrs)
Declonagses endntopuers men Jratecrs :
1 e o ehongde Jwn anot)
) { condiauio)

—
—

X ~ BA”J\ (9}()

Y ~Ba( 6y)
O(Cﬂuw




Exercicio 48
Acarhion’

m, = S00 Fx;= 145 Zz =145 - o5
:;)1 500

m, =450 >4, = 128 g =448 = 0220)
i1 4Zo

Hot 04~y 70 vs  Hie,-98 <o

(Bx”e‘r =O)

Duas populacdes de Bernoulli, igualdade de propor¢ées

X-Y-(6x-6¢) & N(o4)

(_4_ +_1_)au-a)




Exercicio 48

Seb Ho, 2 = X-Y % N(o1)
(% &) e

R R T TR L.

6= My X +my 3 - NRE+1A8 ~ 02443
mx-l- m.{ SOO‘!'L[\SO
A = (0.as - o0.a84)-o0 = —1183%6 £w,

1. .4 )
\/( + sa) 0.9663(1-0.2463)




Exercicio 48

De acordo com o teste efetuado, a evidéncia estatistica parece nao
corroborar a hipdtese de que as declaracdes enviadas pela internet
contém menos erros.

Nota: Para obter o resultado das solugdes basta arredondar as
contas apenas no ultimo passo.

> theta <- (125 + 128) / (500 + 450)
> (0.25 - 128 / 450) / sqrt((1l / 500 + 1 / 450)* theta*(1 - theta))
[1] -1.199211



Teste de Hipoteses de Ajustamento

do Q-0

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao

Iy



4. O tabagismo € um fator de risco para neoplasia gastrica. Pretende-se saber se se pode
considerar que a ocorréncia de neoplasia gastrica, em fumadores, ¢ igualmente provavel na
regido pilodrica, no corpo gastrico e na regifo do cardia. Observada uma amostra aleatoria
constituida por 161 individuos com neoplasia gastrica e fumadores de 20 cigarros/dia pelo

menos durante 20 anos, obteve-se a seguinte tabela de frequéncias:

Regiio pilérica Corpo gastrico Regido do cardia

45 54 62

Realizado o teste estatistico adequado, obteve-se o output:

Test Statistics

Neoplasia
gastrica
Chi-Square? 2,696
df 2
Asymp. Sig. ,260
a. 0 cels (,0%) have expected frequencies less than 5.
The minimum expected cell frequency is ...............

4.1. Identifique, justificando, o teste estatistico utilizado. E

4.2. Formule as hipoteses estatisticas associadas ao teste.
4.3. Calcule as frequéncias esperadas sob a hipotese nula, e complete o output.
4.4. Indique o valor observado da estatistica de teste e a forma como foi obtido.

4.5. O que pode afirmar ao nivel de significancia de 5%?




Exercicio 4: Variavel

Localizagao_neoplasia

« Localizagao de neoplasia
gastrica (1-Regido pildrica, 2-
Corpo gastrico, 3-Regido do
cardia) em fumadores

« Qualitativa nominal

Freq

« Frequéncia absoluta




Exercicios 4.1. e 4.2: Teste de Ajustamento do
Qui-Quadrado

Hipdteses

Ho: p1 =P, =P3=1/3=33,3% (“Ocorréncia de neoplasia gastrica é igualmente provavel nas 3

regides”) .
n=161
p; = probabilidade da ocorréncia de neoplasia

Versus gastrica na i-ésima regido,i=1,2,3

H;: Pelo menos uma destas probabilidades regista outro valor diferente na populagao (ou
“Ocorréncia de neoplasia gastrica ndo é igualmente provavel nas 3 regides”)

Objetivo do Teste de Ajustamento do Qui-Quadrado:

v' Pretende-se saber se a ocorréncia de neoplasia gastrica, em
fumadores, é igualmente provavel em trés regides do corpo
(regido pildrica, corpo gastrico e regido do cardia). De outra
forma, pretende-se testar se a frequéncia dessa doenca é
igual nas 3 regides do corpo.




Exercicios 4.3. e 4.4: Teste de Ajustamento do
Qui-Quadrado

- (N, —fe;)" «
Estatistica de teste Teste de Ajustamento: O = Z— 77 (m=1)

J=1 fej

Com estimagdo de k pardmetros para obter as estimativas p,; :

Z(zm—k-n
(O,-E))

ZT Z(k D

- ; Pela formula:
VOE=(-8,67)2/53,67+0,332/53,67

3 +8,332/53,67 = 2,695
Freq. obser. Freq. esper. Residuos

(0) (Ei=nxp)) (O-E) Resposta: E; minimo é 53,67
1- Regido

T Condicoes de Aplicabilidade dos Testes do
pilorica

Qui-Quadrado:

161x1/3=53,67

< = As frequéncias esperadas devem ser = 5.
54 53,67 0,33 = No caso de tal ndo se verificar, entdo pelo
menos 80% das frequéncias esperadas=5e
todas>1
62 53,67 8,33

do cardia

A Condicao de Aplicabilidade dos Testes do Qui-
161 Quadrado é satisfeita:
= Todas as frequéncias esperadas E;= 5.




Exercicio 4.5: Teste de Ajustamento do
Qui-Quadrado

o / Regido de rejeicdo ou critica:
Decisao (paraa =0,05) 2,695 & RR = [32g5; +=[ = [5,99; +=]

Pelo valor critico: VOE = 2,695 < % o5, = 5,99

Tabela da Distribuicdo do Qui-Quadrado

Quantil de probabilidade 1-a da
distribuicdo Qui-Quadrado

Pelo valor-p: valor-p = P(X?=2,695) = 0,260 > 0,05



Calculo do Quantil da Distribui¢ao Qui-Quadrado
de Probabilidade 1-« e com n-1g.l.’s

Nivel de confianca (1-a=0,95)

Nivel de significancia (a=0,05)

Areatotal éigualal

O nivel de significancia é igual a o = 0,05, entdo
tem-se 1-a=0,95

%20,95:2= 5,991 (ver tabela)

zf,s JP(X > z§.5)=£

g 995 990 975 950 500 750 N} 100 {050 025 010 005

{000 .000 001 {004 016 102 455 1323 72 ¥ 5024 6635 7879
2010 020 051 103 211 575 1.386 2773 X 7378 9210 10597 13815
072 115 216 352 584 1213 2366 4108  6.251 s 9348 11345 12838 16266
207 297 484 711 1064 1923 3357 5385 7779 9488 11.143 13277 14860 18466
412 554 831 1145 1610 2675 4351 6626 9236 11070 12832 15086 16750 20515

676 872 1237 1.635 2204 3455 5348 7841 10645 12592 14449 16812 18548 22457

989 1239 1.690 2167 2833 4255 6346 9.037 12.017 14.067 16.013 18475 20278 24321

1344 1647 21180 2733 3490 5071 7344 10219 13362 15507 17.535 20090 21955 26.124

1735 2088 2700 3325 4168 5899 B343 11389 14684 16919 19023 21666 23589 27877
18.307

— !
SO0 ok W - =




Calculo do Valor-p quando a Estatistica de
Teste tem Distribuicao Qui-Quadrado

valor-p = P(X?22,695) ~ P(X?=22,773) = 0,25

zis JP(X > xia)=s

P(X? <2,695) ~ 0,75

£ 995 990 975 950 900 750 500 \250 100 050 025 010 005 001
n
1 000 2000 001 004 0lé6 102 455 _ 2706 3841 5024 6635 T7R79 10827
»2 010 020 051 103 211 575 1386 ﬂ 4605 5991 7378 9210 10597 13815
3 072 15 216 352 584 1213 2366 4108 6251 7RIS 9348 11345 12838 16266
4 207 297 484 J11 1064 1923 3357 5385 7779 9488 11143 13277 14860 18466
5 412 554 831 1145 1610 2675 4351 6626 9236 11070 12832 15086 16750 20515
6 676 872 1237 1635 2204 3455 5348 7841 10645 12592 14449 16812 18548 22457
7 989 1239 1690 2167 2833 4255 6346 9.037 12017 14.067 16013 18475 20278 24321
8 1344 1647 2180 2733 3490 5071 7344 10219 13362 15507 17535 20090 21955 26.124
9 19.023 21666
20483 23209

04

!
[=]

Areatotal € igual a 1

\I\ P-value = P(X2 = 2,695) ~ 0,25

T I T T T
2 2,695 4




1. Com o objectivo de remodelar determinado centro comercial, realizou-se uma pes-
quisa sobre o movimento de entradas e saidas pelas suas trés portas. Inquiriu-se qual
a porta de entrada para uma amostra aleatéria de 201 pessoas:

Entrada | 2 3
N.°de pessoas 83 62 56

Foi afirmado que ndo havia preferéncia por qualquer uma das trés entradas. Comen-
te para uma dimensao de 0.05.




Exercicio 1

X= foda  encellda Jk\w\c« wtian me gmbe corarciod
Dy ={1,2,3} M = 201 Jurreon
R=Plx=3) (j=1,2,3)




Exercicio 1

=6




Exercicio 1

A = 0.05
b}
X 2,605 = 5991

© 5991 6
z
Wq: {QJ” Q oby 7 Xa,o_°;=§,qq1}
Q.= 6 € Wq ALego npeta- e He.

%wa@wja's ! Tendo como referéncia um teste de dimensdo 0.05 a
hipdtese nula é rejeitada, o que significa que a evidéncia
estatistica presente na amostra recolhida ndo é favorave

a afirmagdo enunciada.
Nota_' - > pchisq(6, 2, lower.tail = FALSE)
[1] ©.04978707

Pebs = 0.0498 < « = 0.05 g Nojeida- A H.
é;(pavv\ A = 0.01

i mae Ne Lo Ha.




4. O nimero de erros de impressao por pagina de um livro é frequentemente considera-

do uma varidvel aleatoria de Poisson. A contagem dos erros de impressao em 100
paginas de um livro deu o seguinte resultado:

N.° de erros 0 | 2 3
N.°de pdginas 65 25 8 2

a) Teste a hipétese, ao nivel de 0.01, de que o nimero de erros por piagina € uma

variavel aleatdria de Poisson de parimetro A=0.4.




Exercicio 4 a)

a) X5 m™ b am %
a/woi);;\o»-‘ m :G:OOLLMM

H,: X~ B(0.4) Hi: X # Bi(ov) (- o0o01)
~0Y
wes Ny m B Ay (1) =€ 08" (201, )
O £S5 67.03 . z!
1 2§ 26.81
2 &8 5.3¢6 Towos agufon extos duor eatigovan:
73 2 o.g<5]_° L Vi T
MNPy = 5.36+08 =616




Exercicio 4 a)

) - 0.4 J-1

= =\~ o = 0.4 i=1,

P = P(X=i-11H = 2> (i=1,2,3)
Pc>'1:P(X>/3 lHo):'t’Poq—Po,_‘Pos
Arirn  Aemde Takelo 2

MPM = 100?()(:0] Ho )=40°X 0.6703 = 67.03
mP,, = 100P (X =11 He )= foox 02621 = 26 31
mPoa = 400?<X =D.| Hg) = 100x 0.0536 = § 6

M poy =100 P(X 73 IHs) =400 x(1- B,- R~ Bs) =

=100(1-06203- 02681 - 0.0536) = {00X0.008=0.8




Exercicio 4 a)
A Hifwslont Ot ekt Ne dnto £ a MW !,%Wafja“t

_ 0.4 x
, {'P(X'—‘x):_e_ 0.9 (:}:'—'o/r)
; x|
" UP(x»a) =1- p(x=0)-P(x=2)
3 2 L z
Q=§ (N5 -m ;) & Xlom-1) =X
) m?oj z

WQ-:{QG%: Qobss q.lf}‘



Exercicio 4

oL A L
Qs = (65— £7.02) +(,z§_25.£1)+ (lo — 6t) =
6LF.03 26.21 6. 16

2.58 & Wq Aeae mie ne rojeita Ho.



Teste de Hipoteses de
Independéncia do Q-0

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao

58



5. Um inspetor de qualidade recolheu uma amostra de 176 produtos alimentares num centro
de distribui¢do. Sabendo que cada produto pode ser proveniente de uma de trés fabricas e

pode ou ndo estar contaminado; o inspetor avaliou todos os produtos ¢ obteve os seguintes

resultados:

Fabrica A | FabricaB | Fabrica C Total
Contaminado 8 15 11 34
Nio contaminado 55 67 20 142
Total 63 82 31 176

Pode-se afirmar que o facto de um produto estar contaminado ¢ independente da sua fabrica

de origem, considerando a = 0,017

[Adaptado da fonte: https://www.ime.unicamp.br/~veronica/Coordenadas I s/aula8pr.pdf]




1 L oy

o LI N!-. - Je, z.
SelfqltIElEe)  Teste de Independéncia: 0= > % ~ X1y
€

i=l j=1

Qui-Quadrado

Exercicio: Teste de Independéncia

., Dados
Hipoteses N=176
H,: As varidveis sdo independentes VOE=7,024
Valor-p =0,03
Versus a=1% = 1-0.=99%
A S VR df=gl’s=2
H,: As variaveis ndo sao independentes &

Frequéncias esperadas

Estatistica de teste E, - L xC;
N
' (O; _EE_)E apr 3 L =total linhas e C = total colunas
Z Z# m Z N =n° total de elementos
— E (1-1)(e-1)

Tabela da distribuicao do Qui-Quadrado

Decisao
Pelo valor critico: Valor da Estatistica de Teste = 7,024 n3o pertence a RR = (%0002 +o°[ = [9,21; +o0[
Pelo valor-p: valor-p =0,030>0,01

N3o se rejeita H, para a. = 1%. Assim, ndo existe evidéncia estatistica para afirmar que as variaveis ndo
sao independentes para o = 1%.



Exercicio: Teste de Independéncia do Qui-Quadrado

ks . (O: _Er}z apr 2
Estatistica de Teste: ZZ% Ny
i J ij

(I-1)(e-1)

Contaminado * Fabrica Tabulacéoe cruzada

Expected Count

63,0

82,0

31,0

Fahrica
Fabrica® | FabricaB | Fabrica C 'Loml/
Contaminado  Sim Contagem 8 15 114 34
Expected Count 12,2 15,8 6,0 34,0
WEDS Contagem 55 67 20 142
Expected Count 50,8 66,2 250 1420
Total Caontagem 63 a2 3 176

Frequéncias esperadas

=total linhas e C = total colunas
N =n° total de elementos

Valor da Estatistica de Teste

Testes de chi-quadrado

A Condicao de Aplicabilidade dos Testes do Qui-
Quadrado é satisfeita:
= Todas as frequéncias esperadas E;= 5.

Sig. Assint. (2
df lados)

Chi-guadrado de 7,02 2 030
Pearson
Razio de probabilidade 6,450 2 040
Associagdo Linear por 6,093 1 014
Linear
N de Casos Validos 176




Teste de Independéncia do Qui-Quadrado

Decisdo (para o =0,01)

Pelo valor critiw %%0.99:2 = 9,21

Tabela da Distribuicdo do Qui-Quadrado

Quantil de probabilidade 1-a da
distribuicao do Qui-Quadrado

Pelo valor-p: valor-p=0,03>0,01

N&o se rejeita-se H, para o = 0,01. Assim, ndo existe evidéncia estatistica para afirmar que as variaveis
nao sao independentes para o = 1%.



zie JP(X > z§.5)=£

Calculo do Quantil da Distribui
de Probabilidade 1-o e com (-

Nivel de significancia (a=0,01)

Nivel de confianca (1-a=0,99)

Areatotal éigualal

%%0.99:2 = 9,21 (ver tabela)

O nivel de significancia é igual a o = 0,01,
entdo tem-se 1-a=0,99

04

03

0.z

0.1

00

%)ao Qui-Quadrado

x(c-1) gl.’s

995 990 975 950 900 750 500 250 100 050 )25 010 005 001

n

1 000 000 001 004 ole 102 455 1323 2706 3841 5.024 7.879 10.827
2 010 020 051 103 211 575 1386 2773 4605 5991 7378 10.597 13815
3 072 115 216 352 584 1213 2366 4108 6251 7815 9348 11345 12838 16266
4 207 297 484 1 1064 1923 3357 5385 7779 9488 11143 13277 14860 18466
5 412 554 831 1145 1610 2675 4351 6626 9236 11.070 12832 1508 16.750 20515
6 676 872 1237 1635 2204 3455 5348 7841 10645 12592 14449 16812 18548 22457
7 989 1239 1690 2167 2833 4255 6346 9037 12017 14067 16013 18475 20278 24321
8 1344 1647 2180 2733 3490 5071 7344 10219 13362 15507 17535 20090 21955 26.124
9 1.735 2088 2700 3325 4168 5899 8343 11389 14684 16919 19023 21666 23589 27877
10 2156 2558 3247 3940 4865 6.737 9342 12549 15987 18307 20483 23209 25188 29.58R




Calculo do Valor-p quando a Estatistica de
Teste tem Distribuicao Qui-Quadrado

Areatotal é igual a1

valor-p = P(X2= 7,024) ~ P(X2> 7,378) =0,025

ng,e"P(X?“Zis):g o

7,024) ~ 0,975

e




Exercicio: Teste de Independéncia do Qui-Quadrado

Frequéncias esperadas
Condicdes de Aplicabilidade dos Testes do Qui-Quadrado:
* As frequéncias esperadas devem ser 2 5. LxC
» No caso de tal ndo se verificar, entdo pelo menos 80% das frequéncias E,=
esperadas =5 e todas > 1 (ndo é valido para tabelas 2x2).

L =total linhas e C =total colunas
N =n° total de elementos

Verificacdo das condicoes de aplicabilidade

Neste caso, todas as células tém frequéncias esperadas

superioresa 5.

Contaminado * Fabrica Tabulacdo cruzada

Fabrica
| . Fabrica A | FabricaB | FabricaC Total

O teste do Qui-Quadrado apenas informa Contaminado  Sim __ Contagem B 15 T 4
. A~ . ., . Expected Count 12,2 15,8 6,0 340

sobre a independéncia entre variaveis, mas N3o  Conagem e a7 30 e
. . ~ . Expected Count 50,8 66,2 250 1420

nada diz sobre o grau de associagao existente. — Contagem - - e =
Para esse efeito calculam-se medidas de Expected Count 83.0 82.0 30| 1760

associacgao tais como o coeficiente Phi, o

coeficiente V de Cramer e o coeficiente de contingéncia.



16. Uma companhia de seguros estd interessada em saber se existe independéncia entre

a realizacdo de seguros de dois tipos: “ Seguro de Vida” e “Seguro de Saide”. Para
tal analisou as apodlices detidas por uma amostra casual de 200 clientes tendo-se ve-
rificado que: 90 tinham simultaneamente um seguro de vida e um seguro de satde;
35 tinham apenas seguro de vida; 42 tinham apenas seguro de satde; os restantes
ndo tinham qualquer destes dois seguros. Com base num teste a 0.05, que pode
concluir?




Exercicio 16

#M

X{(i{U (-1)

'P,u = P;.P.j (L,J' = 1,9,)
3(,:.’;_'\) Pxi* PA'-P-:\

}

&O&M

X (1)




Exercicio 16

H,: ij = P,.E.P.J- (x:,j = '1,3,)

H,: 3(11_\) Ces # P P-
#M e Coliumar

Q = 4’; i: %, ’6444) X[(J 1) (2- 7)} Xl('f)




Exercicio 16

Beguoneics erfoados sab Ho (%ﬂﬂ-):
gﬁ'ij = m /154'. ﬁ_{ (/‘-‘)J- = 1,2-) p
Ledpin®  Aaude

M~ mae

Aeoune A | 200 x0.625x066= BBl | 200 x0.625 0.3 = NG

Mae | 00 x 0.3%5 x 0.£6=- Q00 x43F x 0.3‘12-




Exercicio 16

L

X‘l,o.os‘ = 39441 \J\/q = {Qobb: Qo& > 3-2“11}
a 2 A L
Qy, = (90-82.5) ~(35-4a.6) +(42-49.0)+B3-25.5) -
32.5 Ya.§ 4q.rl 25. 5

=03Yrs € w, —= etowmes  Ho.




Modelo de Regressao Linear Multipla

Estimacao dos Coeficientes da Reta de Regressao

n



Modelo de Regressao Linear Simples: Revisao

Seja a relacao entre Y e X na populagao:

A Y= a+ pX, + e, Modelo de Regressido
Y o © ou Linear Simples para
® E(Y/X) = a+ BX; na populagio
° Onde:

Y é a variavel dependente ou regressando

X ¢ a variavel independente ou regressor
@ € o intercepto ou constante do modelo

X, X’ S ¢ o coeficiente angular do modelo

Beta é o declive Alfa é a ordenada na origem

Erro de previsao:
Seja X; a i-ésima observagao de X, teremos:

Y. ¢ o valor observado em Y para o i-¢simo valor de X

E(Y/X,) ¢ a esperanca condicional de Y e representa o valor esperado de Y
para o i-ésimo valor de X
e, € 0 erro. ou variacdo de Y. ndo explicada pelo modelo



Modelo de Regressao Linear Miltipla (MRLM)

Chamamos Modelo de Regressao Linear Multipla a qualquer modelo de

regressao linear com duas ou mais variaveis explicativas.



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

MRLM

Vamos admitir que X,, X,, ..., X, sejam as variaveis

independentes e Y a variavel dependente.

Dada uma amostra de n observacgoes, j

(X4is Xojy «oey Xiiy Vi), 1=1,2, ..., N,



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

MRLM

o modelo de regressao linear multipla sera dado por: i
Yi=hhtbixyt Xyt fxgts,

ou
ELy; | X35 Xoiy ooy Xl = Bo + Br Xqi + Bo Xg ¥ oo ¥ By X

i=1,2,...,n em que n > (k+1). | Neste modelo, k¢ on°de
® | .,_. | variaveis independentes e

k+1 é o n° de coeficientes )

9, °
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Estimagao dos Coeficientes do MRLM:
Método dos Minimos Quadrados (MMQ)

Para determinarmos os estimadores de minimos

quadrados de S, 5, ..., B, devemos minimizar o erro

uadratico total

i(gz-)z — i(yz‘ — By —pix; — "_ﬂkxkz‘)z

Index of /wp-content/uploads/2014/02 ( hedibert.srq)
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Estimagao dos Coeficientes do MRLM: MMQ

errmw_nzégt
SBo B B)= Z Z1 =By — Bixy; — “'_ﬁkxki)z

é obtido derivando-a em relagao a gy, 5, ---, B €

i ualando o resultado a zero. Ou seja

6_&5(50 B B)=0 ... 5, 0 AL k)=
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Estimacao dos Coeficientes do MRLM: MMQ
%S% b, P)= _22()’;' _/éo _leli — “_kaki)zo

%S(ﬂo, B B)= —22[()’5 _ﬁo _)élxli _”'_kaki)xli]:o

a—gkscgo: B, ...,lgk):_z-zzl[(yf _30 _le“ _"._B"x"")xki]: 9
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Estimacao dos Coeficientes do MRLM: MMQ

Regressao Linear Simples: Regressao Linear Multipla: Caso particular: MRLM
. Y =a+pX +e =t At A4 %4 | com apenas duas
- —F \ variaveis regressoras

________ B S — L
Onde: Onde:
EQT(4.5)=Y.& = X[, (& + AX)P EQT(&. /. f,) = X&) = X[V, —(&+ X, + X,
Minimizando EQT: Minimizando EQT:
EQT . = Ao Ao
o
GEQT s (T )(Ex) - (X y0 (T xx%)
A —=0 =
GEOT o -2 R P50 S M S
op X

! OEQT s ()X xlzl) =) xxy)
~—=0= f= 2 2 2
op, (xR x3,) = (X xyxy)




MRLM: Abordagem Matricial

Devido a complexidade das féormulas envolvidas,
utilizaremos a abordagem matricial, que nos permitira, entre

outras coisas:
i. encontrar o vetor de estimadores;
ii. verificar as propriedades estatisticas de (i);
iii. obter a distribuicao de probabilidades de (i);

qualquer que seja o numero de regressores presentes no

modelo.
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MRLM: Abordagem Matricial

Assim, a equacao

VishhthXyt Xyt ..t X,teg,i=1,2,..,n.
também pode ser escrita como

Yi=Pot biXqyt foXog t o ¥ [ Xy + gy

Vo= 6ot i Xpat foXopp ot f Xt &y

Vi=ho Y Xzt foXpz + .ot L X3t €

yn=ﬂ0+ﬁ1x1n+ﬂ2x2n+"'+A(xkn+8n 9



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

MRLM: Abordagem Matricial

As igualdades anteriores podem ser alocadas facilmente em
dois vetores colunas (nx1), descritos a seguir: l
) A
/y1 (ﬂ0+ﬁ1xll+"'+/8kxk1+gl
Vs Do+ Bixpy +.oot Bixi, + &,

\Vn / §ﬁ0 +Oixy, +.+ X, +E, )

() (o) K
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MRLM: Abordagem Matricial

Ainda,

/Jﬁ \ (/80 +Bx, +...+ X, \ /51\

V) By + Bix, +...+ Bx,, N &,

\Jn ) Sﬁo +fx, +...+ [ix, J \&n )

(nx1) (nx1) (nx1) )
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MRLM: Abordagem Matricial

Finalmente,
(J’1 1 (1 X Xy ) //80\ (51 \
| L x, = xu| | B &)
. =] . . . R R I o
\Vn ) 51 X 0 Xy J L\/Bk ) \ &1/
(nx1) (nx(k+1)) (k+1)x1)  (nx1)

i T
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MRLM: Abordagem Matricial

Vamos definir:

(1 )
yl /1 X, - xkl\
| o Coiz(l X xia)
\yn/ \1 Xy xkn) ~
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Modelo de Regressao Linear Miltipla (MRLM)
Assim, utilizando os resultados do slide anterior, podemos
escrever o modelo de regressao linear multipla como: I

y=XB+aI

que é chamado Modelo Linear Geral..

¢ o)

T Ve St e RS V=
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Estimagao do MRLM: Métodos dos Minimos
Quadrados (MMQ)

Para determinarmos os estimadores de MQO de g,
By, .-y B, devemos minimizar

ou, ainda,'
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Estimacao do MRLM: MMQ

Abrindo a expressao anterior, vem que

Curiosidade

s=lyxaflyox)[ypxfy-x)-

=y y-yXp-p'Xy+p' X' XP
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Estimacao do MRLM: MMQ

Como
yl ¥ B e @1 Kl ¥

sao escalares e

yXB=(BXy]

entao

yXB=FXY

Curiosidade
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Estimagao do MRLM: MMQ

Assim

S=y'y-2y'Xp+p'X'Xp

Curiosidade

Logo, nosso interesse, agora, €& encontrar o

resultado para

as
op

21
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Estimagao do MRLM: MMQ

Lembrando que objetivamos minimizar

S(B)-yy-2vXB+pXXP

—~

Curiosidade

e, utilizando os resultados vistos anteriormente, temos que

6S[B)
- X'y +2X'XB
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Estimacao do MRLM: MMQ [ curiosidace

E, igualando o resultado anterior a zero, vem que

2X'y+2X'Xp=0o X'Xp=X'y
que é o sistema de equagoes normais na forma matricial.

Para encontrarmos o resultado de interesse, precisaremos
supor que a matriz X’X admite inversa (ou seja, precisaremos
supor que X’X é nao-singular). Para tanto, assumiremos que

os regressores nao apresentam relacao linear perfeita.
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Estimagao do MRLM: MMQ

Assim, assumindo que X'X é nao-singular, a solugao do

sistema de equacoes normais € dada por

n

I - 1 I :
B = (x x ) x y >N(’Létaa matriz transposta da matriz X

que é o vetor de estimadores de minimos quadrados do veto

de parametros de interesse.
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Regressao
Linear Simples

MRLS: MMQ em Notacao Matricial

Dada a equacgao: A equivalente matricial:
Y=a+pX +e, y=Xp+e
Y=a+pX +e Y, 1 X, e 7 X,

_ Y, 1 X, [«
Y=a+pX, +e, Y, =a1 LB X, e || = 2 (ﬂ +
Y =a+pX, +e, Y, 1 X,) \e, Y, I X,

Z:tri?nggz:agsd e MQO: Para obter os estimadores de MQO: 7 Xreo o
eEQT:Zé"Z V=Xp => é=y-§ = EQT=&"é¢ onde ﬁz{;}
ai—gTﬂ) o 4-F_ % Entao: Nota:

~ = k+
CEQT _ _ p_ 2% ai%T =0 = p=(X"X)"(X"y) g = ﬁO :cLi’essgrdélcr)netros a estimar

op > k = n° de variaveis




Regressao

MRLM: MMQO

Linear Mdltipla

em Notacao Matricial

Dada a equagéo:

Y=a+ X, +5,X,+..+ X, +e
Que representa o sistema:

Vi=a+B X, +5X, +..+ X +e
L=a+ X, + Xy ++ B Xy, +e

Y,=a+p X, +5,X, +...+ X, +e,

Para obter os estimadores de MQO:

e
BTy _, 4.
oa

GEOT o _ p_

ap,

A equivalente matricial:

Entao:
OEQT
op

0 = p=(X"X)"(X"y)

dre Gori (2017). Econometria: conceitos e aplicacdes. C

y=Xp+e
Que representa o sistema:
Y X, X Xy (@ €
IIZ _ 1 X12 X22 sz ﬁl + 62
Y, tl X, X, Xk,,j Bi) \e,
N —
Ynx1 me Bpx1 er'r><1
Para obter os estimadores de MQO:
y=Xp == e=y-y = EQT=¢"¢| p=k+l, sendo

p = n° de parametros a
estimar
k = n° de variaveis

ap.



Estimadores dos MMQ dos Coeficientes do MRLM

Formulario

MODELO REGRESSAQO LINEAR

EMQ (estimadores dos minimos quadrados)

V=Pt Bx, ot Bix, tu, t=12, 0

b

Caso geral

Caso particular: | Caso particular: Regressao Linear Simples

y.r = ﬂl +ﬁ2x1 +ur

b=(X"X)"'Xx"Y

Cov(b| X)=5>(X"X)"

by=y-bx ; Var(h|X)=

b =nzxfyt _Zxazy; .
oY -Cx)

Var(h, | X) = s
al‘( 2| ) nzxf_(zx‘)z

2
C(n-2)

5

Yt =)

Nota:

k = n° de parametros a
estimar

k-1 = n° de variaveis




1.

Para cada uma das relacoes apresentados nas alineas seguintes, indique as que sao
intrinsecamente lineares. Nos casos afirmativos, defina as varidveis e os parametros
da relacdo linear respectiva.

a) z=a+pe’;
b) z=a+ pfw+yln(w) (w>0);
c) z=6a+w’ (w>0);

d) z=a+fe" +ye .




Exercicio 1




Exercicio 1

b) 4= A PW o X Jolw)  w>
Mocle irndrimrszeomentt  Livoon :

-4 pr =

X, W Ba = P




Exercicio 1
C) Medde mis 2 Adivasconmtmdi  Livson.
d) g =aape ~xe”




Modelo de Regressao Linear Multipla

Interpretacao dos Coeficientes da Reta de Regressao

101



MRLM: Interpretacao dos Coeficientes

II Regressao Linear Simples:

\ Y=a+pX, +e
SN AU N N e
e
7777777777777777 . . v
_______________ e - e
| e ®
SRR SURRNSURN SPHY NURS SRR SRRSO SR SRS, S
O
X
Temos que:
E[Y/X =0]=a Valor esperado de Y quando X &
nulo.
d_Y — ﬂ Variagado marginal esperada em
dX Y para cada variagao unitaria em

X

Regressao Linear Multipla: Caso particular: MRLM
5, =a+ P&, + X, +€ | com apenas duas
Y —— | variaveis regressoras
Temos que:

Valor esperado de Y
EY/X =0,X,=0]=a quandoambos X, e X,
sdo nulos.

aYy _ Variagdo marginal esperada em Y para
aX] - ﬂl cada variagdo unitaria em X,

mantendo X, constante.
oY =p Variagao marginal esperada em Y para
oX B 2 cada variagao unitaria em X,
mantendo X, constante.




MRLM: Interpretacao dos Coeficientes...

Caso geral: MRLM com

Regressao Multipla k variaveis regressoras

Em um modelo de regressdo multipla, a varidvel dependente (Y) sera
determinada por mais de uma variavel independente (X). Genericamente, um
modelo de regressdo linear multipla com k& varidveis independentes e p parametros
(p=k+1) pode ser representado por:

Y :a+ﬁ1Xli +,62X2i +...+,8ka§ +e,
Onde:

o € o valor esperado de Y quando todos as variaveis independentes forem

nulas;
p, € a variagdo esperada em ¥ dado um incremento unitario em X,
mantendo-se constantes todas as demais variaveis independentes;

B, € a variacdo esperada em Y dado um incremento unitario em X,
mantendo-se constantes todas as demais variaveis independentes;
e; ¢ o erro nio explicado pelo modelo;

Maia, Alexandre Gori (2017). Econometria: conceitos e aplicacoes. Cap. 6.




MRLM: Exemplo 1 - Interpretacao dos Coeficientes

Seja a relagao para consumo de energia (Kwh), horas de ar condicionado
ligado (AC) e horas de secadora ligada (SEC): .

Regressdo Kwh =a+ BAC, +e, Kwh =a+pAC,+ B,SEC +e,  FRIZGEE2l0
Linear Simples i Linear Multipla
w0 A A A
Lo R, °
. A
) /a/ .
0
Q 5 o B
& O coeficiente « indicara o consumo esperado de
) o energia quando ambos ar condicionado e secadora
O coeficiente « indicara o consumo esperado de permanecerem desligados.
gnelr_gladquando o ar condicionado permanecer O coeficiente /3, indicara o aumento no consumo de
esligado. energia esperado para cada hora adicional com ar
0] F:qeﬁciente Sindicara o consumo dg gnergia condicionado ligado, mantendo-se constante o tempo
admpryal espe_rado para cada hora adicional com ar de uso da secadora. Analogamente, O coeficiente £,
condicionado ligado. indicara efeito isolado de uma hora adicional com a

secadora ligada sobre o consumo esperado de
energia.




MRLM: Exemplo 2 - Estimacgao dos Coeficientes e Interpretacao

Seja a relacao entre renda familiar em SM (Y), anos de estudo (X,) e idade (X,) do
responsavel pela familia:

Y X, X,

Y=a+BX, +BX, +e, = y=Xp+e

(Renda) (Anos (ldade)
Estudo)

4 1 20

A funcao de regressao amostral sera dada por:

. " - 4 (11 205 (&
~ A 8 1 4 30 fad é

10 6 40 2
= +e ﬂ = +| .

12 7 50 y=Xp 10|71 6 40" é

2) 7 s0)M) L,
" H_)HAH S
. Yax X43 Bsa  €aa

E as estimativas de MQO:

-1

4 18 140 34 L9

o Tw -l T
I}:(X )Q (X y) =18 102 730 180 |=| 1
140 730 5400 1320 0,06

1 O
Espera-se, para cada ano adicional de estudo do
responsavel pela familia, um aumento de 1 SM e,
para cada ano de idade adicional, um aumento de
0,06 SM na renda familiar.




O departamento de RH da empresa TEMCO objetiva estudar o
comportamento dos salarios dos funcionarios dos mais

diversos setores da empresa.

Para tanto, o gerente de RH, baseando-se numa amostra
aleatoria de 46 empregados, coletou informagoes sobre as

seguintes variaveis:

id = numero cadastral do funcionario;

salario — anual, em doélares;

anosemp — tempo (em anos) na empresa;

expprev — experiéncia anterior (em anos);

educ - anos de estudo apés o segundo grau;

sexo — (feminino = 0, masculino = 1);

dept - departamento no qual atua (Compras = 1,

Engenharia = 2, Propaganda = 3, Vendas = 4);

super — numero de empregados sob responsabilidade do

empregado.




=8 EViews - [Group: UNTITLED Workfile: TEMCO:: Temcol]

[ File Edit Object View Proc Quick Options Window Help

@Prncl 0hject| Name"Freeze Default v Transpose | |Edit+/- |ﬂ+£- |SamEIe|
ohs 1D SALARIO ANOSEMP EXPPREYV EDUC SEXO DEPT SUPER

1 | §72.0000 47536.00 15.00000 5.000000 6.000000 0.000000 3.000000 4.000000
2 539.0000 23654.00 0.000000 0.000000 0.000000 1.000000 3.000000 2.000000
3 649.0000 37545.00 19.00000 9.000000 4.000000 0.000000 3.000000 6.000000
4 824.0000 36579.00 4.000000 4.000000 8.000000 0.000000 3.000000 8.000000
5 | 649.0000 54679.00 20.00000 3.000000 6.000000 1.000000 3.000000 4.000000
6
7
8

624.0000 53234.00 25.00000 0.000000 5.000000 0.000000 3.000000 3.000000
891.0000 31425.00 7.000000 6.000000 5.000000 1.000000 3.000000 6.000000
974.0000 39743.00 9.000000 6.000000 5.000000 1.000000 2.000000 1.000000

9 | 648.0000 26452.00 1.000000 3.000000 2.000000 1.000000 2.000000 0.000000
10 | 321.0000 34632.00 5.000000 4.000000 4.000000 0.000000 2.000000 0.000000
11 | 264.0000 35631.00 6.000000 4.000000 4.000000 0.000000 2.000000 2.000000
12 | 291.0000 46211.00 14.00000 5.000000 6.000000 1.000000 2.000000 5.000000
13 267.0000 34231.00 6.000000 2.000000 £.000000 0.000000 2.000000 3.000000
14 | 548.0000 26548.00 5.000000 1.000000 0.000000 0.000000 2.000000 2.000000
15 | 555.0000 36512.00 6.000000 6.000000 4.000000 1.000000 2.000000 2.000000
16 | 366.0000 34869.00 7.000000 5.000000 4.000000 1.000000 2.000000 1.000000
17 246.0000 41255.00 9.000000 4.000000 £.000000 0.000000 2.000000 4.000000
18 215.0000 38331.00 9.000000 3.000000 6.000000 1.000000 2.000000 1.000000
19 | 814.0000 35487.00 §.000000 2.000000 2.000000 1.000000 2.000000 2.000000
20 212.0000 36487.00 6.000000 5.000000 2.000000 0.000000 2.000000 3.000000
21| 526.0000 6642500 25.00000 2.000000 12.00000 0.000000 2.000000 1.000000

22| 778.0000 69246.00 22.00000 3.000000 10.00000 0.000000 2.000000 45.00000

Quadro 1 - Parte de uma planilha que contem informa¢c6es sobre os
32




Como parte do estudo, a gerente de RH propés a estimacao

dos parametros do seguinte modelo de regressdo multipla:
salario = g, + , educ + p,anosemp + ¢

a) Em termos do problema, S, apresenta algum significado
pratico?
b) Qual o sinal esperado para g,? E para £5,?

c) Encontre as estimativas dos parametros, via minimos
quadrados ordinarios, escreva a equacao estimada e
interprete os resultados obtidos, em termos do problema
de interesse. a4




Exercicios (a) e (b): Interpretagao dos Parametros

Interpretacao dos parametros do modelo proposto, em

termos do problema:

p, — salario médio dos funcionarios da empresa TEMCO, que
acabaram de entrar na empresa (ou que ainda nao completaram um
ano) e que nao apresentam nenhum ano de escolaridade apés o
segundo grau;

p, — efeito no salario médio dos funcionarios da empresa TEMCO,
dada a variagdo de um ano no tempo de escolaridade apés o
segundo grau, mantendo constante a variavel anosemp; e

B, — efeito no salario médio dos funcionarios da empresa TEMCO,
dada a variagdo de um ano no tempo de empresa, mantendo
constante a variavel educ.




Exercicios (a) e (b): Interpretagao dos Parametros

Dependent Variable: SALARIO

Method: Least Squares

Date: 08/26/12 Time: 15:45

Sample: 146

Included observations: 46
SALARIO=C(1)+C(2)*"EDUC+C(3)*ANOSEMP

Coefficient  Std. Error  t-Statistic Prob.

C(1) i 1769.732  13.09660  0.0000
C(2) 1916489 ) 379.2670 5053139  0.0000
C(3) 672.3250/ 1416725 4745629  0.0000
R-squared 0.739927 Mean dependent var 39827.39
Adjusted R-squared 0.727830 S.D. dependent var 10999.24
S.E. of regression 5738.291 Akaike info criterion 20.21070
Sum squared resid 1.42E+09 Schwarz criterion 20.32996
Log likelihood -461.8462 Hannan-Quinn criter. 20.25538
F-statistic 61.16907 Durbin-Watson stat 1.229794

Prob(F-statistic) 0.000000




Exercicio (c): Modelo Estimado

saldrio=1231 77147+191649 educ+67232 anosemp

Perqunta: qual o salario médio estimado para pessoas com 3 anos de
escolaridade ap6s o 2° grau e com 5 anos na empresa?

salario=231 7747+191649 *3+67233 *5
salario = 3228854



10. A ELECTRIK pretende construir um modelo explicativo do consumo familiar (em
unidades monetdrias) de energia eléctrica, y, em funcdo do rendimento familiar, x,, l

do nimero de individuos em cada familia. x..

tros quadrados, x,. Os resultados da est

guir.

e da area do foeo resnectivo em me-

MODELO REGRESSAO LINEAR

SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics

Multiple R 0.932985993

R Square 0.870462864

Adjusted R Square 0.805694295

Standard Error 4.571741129

Observations 10

ANOVA
df SS MS F
Regression 3 842.6950983 280.8983661 13.43959
Residual 6 125.4049017 20.90081695
Total 9 968,1
Coefficients  Standard Error t Stat p-value
Intercept  12.47998124 0.282257233  1.344498534  0.227386

X, 0.060527128 0.024073045  2.514311292  0.045637
X5 -2.81451648 2.679535456  -1.050374786 0.334
X, 0.020535759 0.057861717  0.354910983  0.734798

Vi=B+Pox,+o+Bx, fu, .t

1.2,...,

n.



No seu conjunto, considera que os regressores incluidos neste modelo sdo uteis
para a explicacdo do consumo? Teste a 0.05.

Observando apenas o valor-p (p-value) no quadro, diga qual ou quais dos regres-
sores parecem ser significativos.

Critique o modelo adoptado tendo em conta o niimero de observagoes.

Teste a 0.05 a hipétese de o aumento de rendimento implicar, em média, um au-

mento de consumo.




Exercicio 10 a)

Prt PBaX, t BsXgt By Ty oany
Comrenme  fomidin de tntrgia eliiteo ( tom aa. o)
x, = Nrondiminte .Bc\w&aa

m=< de Lmdinrclues ma ’B“”“’“ﬂ“‘

onda.  de ;Becra (J?/w Wl)

= £
1 ]}

v

N
I

K =



R [(k-1)  VEIk-1)
(1-R>)/n-k) VRIn—-k)

+  Nulidade conjunta: /" =

Exercicio 10 a)
) Ho:p1=(§3=|’3.1=0 vs H,0 3i: B 0(3=z,3}‘1)(¢=0‘0~?)

~F(k-1n—k)

F = Ra/(H—1) ~ F(K-1, m-x) =F(36)
(1- R /m-x) -

L, R8T 0616 /3 - 134396
(1-0.8704962364) / 6

WF - J ’&eﬂao: ’!fo?,,> Fa,s,o-or - Ul'}é}

v{;e[” € W Xeoka nojeitonnes  Ho.

Os regressores incluidos no modelo sao estatisticamente significativos
conjuntamente) ao vivel de 5%.




Exercicio 10 b) and c)
,L) A = 6.0%

Observando os valores-p dos testes-t a significancia
estatistica individual dos coeficientes estimados, apenas o
regressor referente ao rendimento familiar é
estatisticamente significativo ao nivel de 5%.

C) O modelo foi estimado com base num numero muito pequeno de
observagdes (n=10), logo as estimativas resultantes e respetiva
inferéncia ndo devem ser levadas muito a sério.




Inferéncia estatistica do MRL, com y, | X ~ N(x,./4,07):

Exercicio10d) - %=

L tn-k) ou F =——"—~F(Ln-k)
Sp, b

Igpn= 0.060850F122 -0 = ) §1y211292
0.014Y07F 304§

W =£ 19[,,: i-e't’ﬂ‘} ta,o.o.rs 7'ql’3}



14. Numa primeira tentativa para modelar a distribuicao regional (18 distritos mais as
duas regioes autébnomas) das vendas de automoveis ligeiros de passageiros em Por-
tugal em determinado ano obteve-se:

y,=-9767.66+0.118x, (r=1,2,...,20),
(0.0145)
onde y representa as vendas em milhares de unidades e x a populacao activa de cada

distrito, em milhares. Entre parénteses apresenta-se o erro padrido (estimativa do
desvio padrao do estimador MQ do respectivo coeficiente de regressao).

a) Analise a adequacio estatistica do modelo, supondo que a dimensao dos testes a |

efectuar é o =0.1.
b) Construa um intervalo de confianca a 90% para o declive da regressao.
c) Teste a hipotese do declive ser igual a 0.10, supondo que a=0.05.
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Exercicio 14 a)
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- 936%.66 + 0. Mg x, (A =1--,20)
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Inferéncia estatistica do MRL, com y, | X ~ N(x,,3,07):

et 2 (LT

Exercicio14 a) ” -

~t(n—k) ou F, :S—2’~F(l,n-k)
bJ

a) H,:Ba=0o VS H1:[3_1¢0 X = .01
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,tdﬂ: 0.118 = R.13%9
9.014%
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Exercicio 14 h)

15*)1”"':0’9 A =0.1 A = 9. 0%
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= O.118 ¥ 1.F34 ¥~ 00145 =

= (o.o‘mq/' 0.1431)



Inferéncia estatistica do MRL, com y, | X ~ N(x,,3,6°):

no a3 2
D I D

y = i o’ o
Exercicio14¢) ., .., . e ..,
b, b,

i

,fe% = 9.113- 91 _ 1241y

0.0145
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